Analiza funkcjonalna
Lista 6 (przestrzenie unitarne, przestrzenie Hilberta)

Zad 1. Niech H bedzie przestrzenia unitarng i niech z,y, z € H. Wykaza¢

a) (z,y) =

i o e+ ity

(wzdr polaryzacyjny)

b) llz+yl* + llz = yl* = 2[l«[* + 2|lyl®
¢) {z,y) =0 = [lz +ylI* = [[«]* + [ly|I

(prawo réwnolegtoboku)

(twierdzenie Pitagorasa)

d) [z, )| < |lz] - vl (nierdwno$é Schwartza)

e) [lz+yll < llz| + [yl
Zad 2. Pokazac, ze przestrzen Cla, b] nie jest przestrzenia Hilberta, a przestrzenie ¢, L,

(nierdwnosc trojkgta)

sa przestrzeniami Hilberta tylko dla p = 2.

Zad 3. W przestrzeni Hilberta H wyznaczy¢ wysokosé AD trojkata ABC, gdzie

H A B C
a) | Lo(0,1) 1 t t?
b) | Ly(—=1,1) | 1 t t?
¢) | Lo(0,m) |sint | sin2t | cost
d) | Ly(0,1) t t? t3
e) | Ly(0,1) 1 et et
f) | Ly(0,2m) | e | e ™ 1

Zad 4. Wyznaczy¢ podprzestrzen ortogonalng M=+ do M w przestrzeni {5, gdy

a) M ={xely:x(1)+x(2) =0}

b) M:{l'efgi
d)M:{:EEgQ:

z(1) = x(2)}
z(1) = x(3)

c) M={zxe€ly:x

(2n) =0,n € N}

n

Zad 5. W przestrzeni Ly(0,1) wyznaczyé odleglosé elementu xq(t) = ¢ od podprzestrzeni
L={zeLy(0,1): [, etx(t)dt = 0}.
Zad 6. W rzeczywistej przestrzeni Hilberta H wyznaczy¢ rzut ortogonalny wektora zy na

podprzestrzen L, gdy

H To L
a) s zo(k) = Zik L={ax+py:a,feR xk)= %,y(k) = 4%}
b) 0y zo(k) =z | L={az+Py:a,BeR a(k) =z ylk) =z}
) | Lo(—m,m) t+1 L={xeH:[" costx(t)dt = [ sintaz(t)dt =0
d) | Ly(0,1) t L={zcH: [ja@t)dt=[""t z(t)dt=0
e) 0 vok)=%| L={xcl: ;ﬂﬂgﬁ’::ox() z(5) =0
f) | Lo(—m,7) t+1 L={zecH: [ costu(t = [y sintz(t)dt =0

i dla n > 0 niech

Zad 7. Niech go(t) = W’

gn(t) = %cos(nt), hn(t) = %sin(nt)

Sprawdzi¢, ze zbidr powyzej zdefiniowanych funkcji jest zbiorem ortonornalnym w prze-
strzeni Lo|—m, 7] (w rzeczywistosci jest to baza tej przestrzeni).

Zad 8. Wyznaczy¢ wspotezynniki Fouriera nastepujacych funkcji

a(t)=t,  b)axt)=1-t,  c¢) x(t)=[t],

w przestrzeni Lo[—m, 7| i bazie zdefiniowanej w zadaniu 7.

a)



